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SUR LA COURBURE DES LIGNES ET DES SURFACES. 

Par M. I~ m i I e T u r r i ~ r e (Poitiers). 

Adunanza del 23 marzo 1913 . 

Les trois formules d'OLINDE RODRIGUES x), qui caract~risent les d~placements in- 
finit~simaux sur les lignes de courbure des surfaces et jouent, pour cette raison m~me, 
un rfle particuli&ement important dans toute la th~orie des surfaces, donnent lieu, par 
une certaine combinaison, :l une identitY; ces trois formules sont ainsi ~quivalentes ~t 
deux relations seulement. Celles-ci sont susceptibles d'&re mises sous des formes vari&s 
et, sous ces formes, elles offrent un int6r& plus ou moins grand. Parmi les syst&nes 
possibles, et qui sont en nombre infini, il est bien naturel et conforme aux habitudes 
de la G~om&rie, d'en rechercher un qui soit constitu~ par deux relations ~l~gantes et 
particuli~rement expressives. 

I. Conform~ment aux notations classiques, je d~signerai par (x, y, ~) les trois 
coordonn&s rectangulaires d'un point quelconque M d'une surface g6n~rale (S), que 
je supposerai rapport~e ',i un syst&ne d'axes Ox, Oy, 0~. Les cosinus directeurs de 
la normale ~l cette surface (S) en ce point M seront d6sign~s par c, c', c". Dans ces 
conditions, les coordonn&s X, Y, Z d'un point pris sur la normale et rep6r~ par sa 
distance ~, au point M, seront: 

(x)  x ---- x + ~c, Y = y + ~c', Z ---- ~: + ~c". 

D'autre part, le~s formules d'OLINDE RODRIGUES sont: 

(2) ,tx+gdc_--_o, dy+Rdc'=o,  d~+Rdc"----o, 
pour un d~placement sur chacune des deux lignes de courbure qui se croisent en M ;  
R e s t  l'un ou l'autre des deux rayons de courbure principaux R, ou R, en ce point M;  
C et C, sont les centres de courbure correspondants. 

Je consid6re maintenant une sph&e fixe (Z) ;  je la suppose arbitrairement choisie 
dans l'espace et absolument quelconque par rapport '~ la surface (S). Sans restreindre 

t)  O. RODRIGUES, Recberches sur la tblorie analytique des lignes et des rayons de courbure des sur- 

faces, et sur la transformation d'uue classe cl'intdgrales doubles, qui ont un rapport direct avec les formules .  

de cette thgorie [Cor respondance  sur l'l~cole Royale Polytechnique,  ~t l 'usage des 61~ves de cet te  l~cole, 

par M. HACaETTE, t o m e  III (Janvier  I814- Janv ie r  I816), n ~ II (Mai 1815), pp. I62-I82].  

Rind. Circ. Matem. Palermo, t. XXXVI (2 ~ sem. x9'3). - -  Stampato il 2~ luglio 1913. 47 
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la g~n&alit~ de la question, je supposerai que le centre de la sphere (X)est l'origine O 
des coordonn&s, de sorte que son ~quation sera: 

x 2 + y ' + z ~ - - a ~ - - o .  

Le couple de points S, et S 2 off la normale M C, C~ ~ [a surface (S) rencontre 
la sph&e (X), points qui sont r&ls ou imaginaires conjugu6s, est d~fini par l'~quation 
du second degr~: 

V -J- 2X (cx -~- c' y -J- c" Z) -3v x~ + y* -F- z* - -  a* - -  o; 

entre les deux racines ), et 2,, de cette 6quation, existent les deux relations: 

x + x  = - - 2 ( c x + c ' y + c " O ,  
X X - - x ~ + y ~ + ~ - - a  ~, 

qui, par differentiations, conduisent aux deux suivantes: 

d), -[- dX --- - -  2 (xdc  + ydc'  -[- zdc"),  

),, d),~ -[- X d), =- 2 ( x d x  -[ -ydy  -[- zdz )  = - -  2 R ( x d c  _31_ ydc '  .31_ zdc,,) ,  

en tenant compte des formules d'OLINDE ROORIGUES; il en r6suhe la relation 

),,d),, -{- X, dX - -  R ( d ) ,  -{- d),,), 

que j'&rirai sous la forme 

(3) 
ou sous la suivante: 

d ) ,  dX 2 
) , , - - R  + ) , ~ - - R  - - o ,  

d M S  l dMS~ + - ~  

D'apr~s la mani~re m~me dont l'~quation (3) a &~ obtenue, les diff~rentielles d~. 
et d),~ repr~sentent des d~placements qui sont effectuSs essentiellement sur une ligne 
de courbure; R e s t  le rayon de courbure correspondant. Des considerations qui pr& 
c~dent, je peux donc conclure que les trois formules d'OLI•DE RODRmUES sont ~qui- 
valentes aux deux relations 

(4) d . M S ,  .[_ d. MS,  d. MS.  d. MS~ 
- -  - -  O~ ] - -  O~ 

c,s, 
en pr&isant les significations des diff&entielles et des lettres C. ou C 2 comme il suit: 
darts la premiere de ces deux relations (4), le d~placement est relatif fi l'une des deux 
lignes de courbure de la surface qui se croisent au point M;  C est le centre de cour- 
bure qui est associ6 ~t l'616ment de cette m~me ligne de courbure. Pour la seconde 
formule, le d~placement et le centre de courbure C~ sont de m~me relatifs ~l l'autre 
ligne de courbure. 

Les deux relations (4) sont sym&riques l'une de l 'autre; elles ne d@endent ex- 
plicitement ni du rayon de la sph&e (X), ni de la position de la surface (S) dans 
l'espace. 

I1 n'est peut-&re pas sans int&& d'expliquer par des consid6rations g6om&riques, 
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le r~sultat de pur calcul qui vient d'&re obtenu; 4̀ cet effet, reprenons le raisonnement 
par lequel M. G. DEMARTRES ") &ablit les formules d'OLt~DE ROr~RmUES. 

Soient deux points M et M',  infiniment voisins, sur une ligne de courbure;  soient 
C et C' les deux points de rebroussement correspondants de la normalie d~veloppable 
constitu& par les normales 4̀ la surface, le long de la ligne de courbure consider&; 
soit R le rayon de courbure, Lgal .4 M C ;  en projetant orthogonalement sur un axe 
absolument quelconque le contour MCC'M' ,  et en introduisant l'angle ). de cet axe 
avec la normale M C ,  on obtient: 

projection M M '  ~ (R --{- C C') cos)` - -  (R -~- dR)(cos)`  + d. cos),). 

En tenant compte de la condition 
dR - -  CC', 

cette relation devient, 4̀ la limite: 
projection M M' 

R --- d cos ), ; 

c'est en cette ~galit~ que consiste pr&is&nent le th~or~me d'O~mnE RoDRmU~s. Con- 
sid&ons d'autre part une sph&e (X)de  r6f~rence; exprimons que les produits des seg- 
ments intercept~s par la sphere sur les deux normales voisines, 4̀ partir du point C', 
sont les m~mes: 

C'S', X C'S'~ ----- CS, X CS~; 

en ne conservant que les termes du premier ordre, on est ainsi conduit 4̀ la relation: 

d ( M S , . M S ~ )  
R ~  

d ( U S . - ] -  MS~)" 

Ainsi donc, tandis que les formules d'OHNDE RODRIGOES se rattachent, sous leur forme 
habituelle, au th~or~me des projections, les formes que je propose d&oulent  du th6o- 
r~me concernant les produit des segments intercept6s par un cercle ou une sphere sur 
les droites issues d 'un m~me point. 

2. Les deux formes (4), sous lesquelles sont ainsi pr6sent~es les formules d'OLINDE 
ROORIGUES, s '&endent aux hypersurfaces dans un espace 4̀ un nombre quelconque de 
dimensions. 

Dans le cas de la G~om&rie plane, toutefois, une seule de ces formules subsiste, 
puisque l'autre est identiquement satisfaite. I1 est d'ailleurs ais6 d'&ablir alors directement 
cette formule unique; j'utiliserai 4̀ cet effet la repr6sentation tangentielle des courbes, 
au moyen des coordonn6es de HESSe. Soit 

x cos ? -}- y sin ? - -  = - -  o, 

l'6quation canonique de la tangente .4 la courbe plane g6n&ale (C) ,  en un point cou- 
rant; 9 d~signe l'azinmt de la tangente par rapport .4 une direction fixe; quant .4 
c'est la distance de l'origine .4 cette tangente; dans ce syst~me de repr6sentation, le 

a) G. DEMARTRES, Cour$ de Gdomarie infini~simal# (Paris, Gauthier.Villars, x913), p. ~27. 
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rayon vecteur r d'un point M de la courbe (C)  est donn~ par la formule: 

r 2 ~ ~ 2  + ~ t 2 ,  

dans laquelle ~ '  d~signe la d~riv~e de la fonction ~r de q~ par rapport ii la variable 9. 
Le rayon de courbure R de la courbe (C), en ce point M, est d~termin~ par la relation 

suivante : 
R = ~ -1- ~ " ,  

dans laquelle ~r" est la d~riv~e seconde de la fonction m par rapport ",t la variable ~. 

I1 r/~sulte de ces formules la relation: 
R = '  d ( # ) .  

i d ~ '  ) 

celle-ci, en vertu des deux ~quations ~videntes 

M S , . M S ,  = r" - -  a 2, 

M S  3 r- MS,  = 2~,  

li~tnt entre eux les deux segments d~termin~s sur la normale en M ,-t la courbe (C)  
par le cercle d'~quation 

x" -I-Y' = a ' ,  

cercle qu'il convient de substituer 5 la sphbre (x), prend la forme remarquable suivante: 

d ( M S  X M S , ) .  
( s )  n = 

d ( M S  + M S , ) '  

cette ~quation n'est autre que l'~quation: 

dX, dx= 
X _ R  -it- X ~ R  - ~  

;3. La formule (5) exprimant le rayon de courbure d'une courbe plane (C) en 
s des segments intercept6s sur la normale par un cercle d&ermin6, permet de r6- 
soudre ~l~gamment plusieurs probl6mes int6ressants; je vais en donner quelques exemples. 

Je supposerai tout d'abord que le rayon de courbure de la courbe plane cherch6e 
est une fonction lin~aire des deux segments intercept~s s ur la normale par le cercle 
f i x e  : 

- - R = a X  + b X , + c ,  

a, b, c 6tant trois constantes quelconques. 

Tout d'abord il est possible, sans restreindre la g~n~ralit6 de la question, de r6duire 
It z~ro la constante additive c; il suffit .~ cet effet d'envisager une certaine courbe pa- 
rall~le A la courbe (C). 

Cette dilatation effectu~e, R est r6duit ~l la forme: 

- - R = a X  + b X , ;  

en introduisant alors cette expression de R dans l'~quation (3), r~quation diff~rentielle 
entre les deux segments obtenue est une 6quation du premier ordre et homog~ne par 
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rapport aux deux variables: 

d)` I + d)`, 
(I + a)) `  --a t- b)`, 

il suffit donc de poser: 

pour rbduire cette 6quation ~ une quadrature: 

aX, --]- (I + b)),, 
--~-o; 

l x -~- a + b ~ d 
l o g ) , , + ,  a + (a nt_ b 2v 2 ) z  + b z  = Z const. 

l'int6gration s'achbve sans difficult6, en distinguant trois Gas suivant la nature des racines 
du trin6me du second degr6 qui figure en d6nominateur, c'esM-dire suivant le signe de 
l'expression : 

( a - - b )  ' - 4 ( a + b ) - { - 4 .  

4- Parmi les cas particuliers obtenus en attibuaut aux constantes a, b et c des valeurs 
particuli6res, il convient d'examiner sp6cialement certaines courbes qui ont &6 r6cem- 
ment 6tudi&s par M. L. BRAUDE et par moi-m4me. 

Dans une r6cente Dissertation, M. L. BRAUDE 3) a &udi6 les courbes qui sont les 
lieux des points divisant, en des rapports constants donn6s, les rayons de courbure 
d'une courbe plane (C) ;  ce g~om6tre a donn+ .h ces diverses courbes, ainsi associ6es 
~t une m4me courbe (G'), le nora de Zwischenevoluten de la courbe (C) ;  plus particu- 
li~rement, dans un autre M~moire r M. BRAUDE s'est propos+ de d6terminer et d'6- 
tudier les courbes particuli~res (C) pour lesquelles une des Zwischenevoluten correspon- 
dantes est une circonf6rence. 

La m6thode suivie par M. BRAUDE pour former l'6quation des courbes (C)  ainsi 
d6finies repose sur le calcul pr~alable du rayon de courbure, en son point courant, de 
la Zwischenevolute g6n6rale; ind6pendamment de ce r6sultat que j'ignorais, j'avais moi- 
m4me obtenu r6cemment l'6quation de ces m4mes courbes particulihres 5); ma m6thode 
diff6re essentiellement de celle de M. BRAUDE; je me suis en effet plac6 au point de 
vue tangentiel. Cette m4me mani6re de proc6der est susceptible d'4tre simplifi6e et d'4tre 
rattach6e aux consid6rations qui prbc6dent, ainsi que je vais le prouver. 

La courbe (C)  la plus g6n6rale qu'il s'agit de d6terminer est d6finie par la condi- 
tion impos4e : 

R = k.  M S , ;  

3) L. BRAUDE, Ober einige Verallgemeinerungen des Begriffes der MANNHEIM'Schen Kurve (Inaugural- 
Dissertation, Heidelberg x 9I x). 

4) L. BRAUDE, Ober die Kurven, unter deren Zwiscbenevoluten sich Kreise befinden [Monatshefte ffar 
Mathematik und Physik, t. XXIII (,912), pp. 283.288 ]. 

s) t~. TURRI~RE, Sur une gdngralisation des courbes de RIEAUCOUR [Nouvelles Annales de Math+- 
matiques (~t paraitre prochainement); Sur les courbes de RXBAUCOUR [L'Enseignement Math~matique 
(~t paraitre prochainement)]. 
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en posant donc: 
M S , - - - - ) , , ,  

MS2 - -  )'2, 
et en portant | la  valeur impos& de R ~ K ) ,  dans l'6quation g6n&ale (5), on obtient 

une 6quation diff&entielle du premier ordre entre ),, et )'2 : 

d ) ,  d),~ 
( i - -K)x  + L - K ~ , ,  = ~  

c'est l'~quation diff~rentielle qui d&ermine les courbes cherch&s; par intbgration de cette 
~quation diff&entielle lin~aire par rapport ~t ) , ,  on est conduit ~l une relation finie entre 

les deux segments ),, et )'2 : 

2 ~ ; ~  + ,4. 
darts laquelle ,4 d~signe une constante arbitraire d'int~gration; celle-ci exprime ',t son 
tour une propri&~ g~om&rique de la courbe ( C ) ;  elle se traduit par une nouvelle 
~quation diff&entielle du premier ordre:  les deux segments ), et ;% sont en effet d~finis 
en fonction de m, de m' et du rayon a du cercle fixe (~),  par les formules: 

),+ = ~ + f a +  - -  ~ '+ ;  

d'une mani~re g~n&ale donc, lorsque ), et 2,, seront li~s par une certaine relation im- 

pos&, ces formules conduiront -,i une ~quation diff~rentieUe entre ~ et 9; cette ~quation 
diff&entielle ne contient d'ailleurs pas la variable q~ sons forme expticite; d'ofi il r~sulte 
que cette ~quation sera int~grable dans t o u s l e s  cas par une quadrature; cette particu- 
larit~ est due ~t la pr&ence d'une transformation infinit~simale, la rotation autour du 

p61e. 
Dans le cas particulier actuel des g~n&alisations des courbes de RmAUCOUR, les 

calculs ~t effectuer sont les suivants: Je pose 

.,I/~ + _ _  ~.,, ~_ ~ ,  
~[ &ant une nouvelle variable; la relation (6)  entre ~, et ),+ pr&+demment &rite prend 

alors la forme suivante: 

(7) ~ o /  = (~ + I -  ( ~ - - 0 ;  

mo est une constante arbitraire like ~i la constante ,4 e t a u  param&re k; il faut main- 
tenant exprimer l'azimut ~ de la tangente ~t la courbe ( C )  en fonction de ce m~me pa- 
ram&re ~[; entre la d~riv~e m' de la fonction ~ e t l a  variable ~, existe la relation 

~.,,~ _ _  a~ - -  ~ ~ a  

qui conduit ~l l'expression suivante de q~, en fonction de ~ et par une quadrature:  

( 8 )  , ; 

( ~ -  0 ( ~ +  ~ - K ) . ~ o  ( ~ - -  ~)~=~ & +  ~ - -  I 0  ~ - -  ~ 
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ces formules (7) et (8)  permettent de calculer en fonction de la variable auxiliaire ~ le 
rayon vecteur r et les coordonn~es ordinaires en utilisant les formules #n~rales :  

x - -  m cos ? - -  ~ '  sin ?, 

y --- ~ sin ? + ~ '  cos ? ; 

on peut aussi calculer ais+ment l'angle polaire et retrouver ainsi les formules de 
M. BRAUDE. 

Deux cas singuliers m+ritent d'etre examin+s; ce sont les cas pour lesquels le pa- 
ram~tre k a l e s  valeurs I ou 2; dans le premier, l'+quation diff~rentielle entre ) .  et ~. 
montre que ~ et ~., sont constamment +gaux; la courbe est ~videmment la d+veloppante 
du cercle fixe. 

Dans l'autre cas, K ~ 2, la relation (6) est illusoire et dolt ~tre remplac~e par la 
suivante : 

),~ ~ 2 ~, Log ),, -{- A X ; 
d'ofl : 

oo (9)  m - -  . exp. ; 

pour completer alors la solution du probl~me, il convient d'associer ~ cette fiquation (9)  
celle qui suit: 

xdz, 

et qui remplace la relation (8).  

e ~ ~ x ~ 

Ces formules (9)  et ( I o )  d~fissent une courbe transcendante dont les rayons de 
courbure sont divis~s en deux parties +gales par un cercle fixe; c'est kl une g+n~rali- 
sation de la cycloide ordinaire, courbe dont les rayons de courbure sont divis~s en 
deux parties ~gales par la directrice rectiligne. 

OssIxN BON~/ET 6), a form+ l'~quation de la roulette du p61e de la spirale sinusoi'de, 
dans son roulement sur une base rectiligne; de cette +quation, il r~sulte que route 
courbe de RIBAUCOU8 est la roulette du p61e d'une certaine spirale sinusoide, ainsi que 

ra signal+ M. HATON DE LA GOUPILLI~RE 7) clans un travail r&ent sur les roulettes. 
Je me suis de m~me propos~ de d+finir d'une mani6re analogue les courbes ( C )  

pr~c~demment d+t+rmin+es; elles sont les roulettes, dans un roulement sur une base 
circulaire, du p61e de certaines courbes qui g~n~ralisent les spirales sinusoides; ces pro- 
ills g~n~rateurs sont caract+ris+s par la propri&+ g~om&rique suivante: l'angle polaire 
d'un point courant, razimut qui repute la tangente par rapport ~t une direction fixe, et 
l'angle F" que forment la tangente et le rayon vecteur sont +videmment toujours li+s 

6) O. BONNET, Proprie'tds gdomgtriques et mdcaniques de quelques courbes remarquables [Journal de 
Math~matiques pures et appliqu6es, I~re s~rie, t. IX (I844), pp. 97-IX2], p. lO3. 

7) J.-N. HATO~ DE LA GOOt'ILLI~RE, I2tude giomgtrique et dynamique des roulettes pMnes ou sphg- 
riques [Journal de l'}~cole Polytechnique, IIe s~rie, XV e Cahier 0 9 1 0 ,  pp. H o 7 ] ,  pp. 3 et 7- 
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entre eux par une relation particuli~re et lin~aire; route autre relation lin6aire entre ces 
trois ~l~ments d~finit une certaine famille de courbes; ces courbes sont identiques aux 
spirales sinusoides. Une relation lin6aire # n & a l e  entre les trois 616ments pr6c6dents et 
l'abscisse curviligne s sur la courbe caract&ise done une famille de courbes plus g6n6- 
rales que les spirales sinusoides; ces courbes g~n~ralis~es sont pr&is6ment les profils 
#n&ateurs ,  qu'il convient de faffe rouler sans glisser sur une base circulaire pour en- 
gendrer les courbes de M. BRAUDE. 

Le cercle appartient &idemment ~l cette derni~re classe de courbes; i i e n  r&ulte 
que les courbes ( C )  contiennent comme courbes particuli~res les 6picycloides; ces 
~picycloides sont en r6alit~ des courbes de M. BRAUDE ~t un double titre; pour elles, 
en effet, le rayon de courbure est simultan~ment proportionnel aux deux segments 
d&ermin~s sur la normale par le cercle fixe. Ces deux segments sont proportionnels 
entre eux; cette derni~re propri~t~ est caract6ristique des ~picycloides; en vertu de la 
relation (5), elle entraine la proportionnalit6 de R aux segments ), et X .  

On est conduit ~ ce cas particulier des ~picycloides, lorsqu'on se propose de d& 
terminer une courbe plane (C)  par la condition que le point courant M et le centre 
correspondant V. de courbure soient conjugu6s harmoniques par rapport ~i un cercle 
fixe (X). D'une mani~re g6n~rale, si ~s.' est le conjugu6 harmonique, sur la normale, 
du centre de courbure par rapport au cercle, c'est-s le point de cette normale tel 
que l'on ait la relation: 

_ _  v - ' S ~  ~.'S, + _ _  - - o ,  

la formule (3) prend la forme suivante: 

dMS, 
~'S, 

dMS, 
v.'S 2 

Si donc on suppose que, pour une courbe particuli~re et ",t d&erminer, les deux points ~,' 
et M coincident constamment, cette derni~re ~quation entraine la proportionnalit~ des 
deux segments MS et MS~; c'est, d'apr~s les considerations qui precedent, la propri&~ 
caract&istique des ~picycloides. 

La m&hode qui vient d'etre utilis~e pour former l'~quation des courbes de 
M. BRAUDE s'&end au cas beaucoup plus g~n~ral off le rayon de courbure est une fonction 
impos~e a priori du segment )'x (ou du segment ) ,) ,  la relation (3) lorsque R e s t  une 
fonction donn~e de ;%, par exemple, 

l~ = f ( ~  ), 

conduit ~t une 6quation diff&entielle entre ;~ et ) ,  ; cette 6quation diff~rentieUe est tou- 
jours lin6aire par rapport ~t la variable ),~; d'ofi r6sulte l'6quation finie entre les deux 
segments ).  et )'2, au moyen de deux quadratures au plus. 

5. Comme second exemple de d&ermination de courbes planes dont le rayon de 
courbure se pr6sente sous la forme 

- -R=aX, - { -bX  +c, 
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je consid6rerai les d6veloppantes des tractrices circulaires de BORDONI et de M. MORLEY s); 
courbes que j'ai r6cemment &udi6es, au point de vue tangentiel, dans un travail sur 

les roulettes ~t base rectiligne ~). 
Pour appliquer l'4quation (3) ~ la d&ermination de la tractrice circulaire, il suffit 

de l'envisager comme &ant la d6velopp6e de sa propre d6veloppante: c'est la d4velop- 

pante que je d6signerai par (C) .  
La d6velopp6e de la tractrice circulaire joue un r61e assez important en Cin4matique; 

elle se pr6sente en effet comme &ant la courbe qu'il convient de faire rouler sans 
glisser sur une base rectiligne pour engendrer une roulette circulaire. C'est aussi la 
courbe d n saillies de LABOULAYE to). Je vais de m6me rechercher la d6veloppante de 

la tractrice circulaire. 
Le segment /~.S, par exemple, est suppos~ constant et ~gal ? tune  constante alg6- 

brique b; le rayon de courbure de la d&eloppante (C)  de la tractrice circulaire, cor- 

respondant au point lJ. de la tractrice, est donc: 

R - - - b + ) . ~ ;  

en portant alors cette valeur dans la relation g~n~rale (3), on obtient une ~quation dif- 
f+rentielle d.u premier ordre entre X et ~. d'apr~s ce qui pr&6de, R &ant ici une fonc- 
tion de l'un des segments seulement; cette ~:quation est lin+aire par rapport ~t la variable 
~,, et son integration est r~ductible :~ deux quadratures. Dans le cas actuel, l'int~grale 
de cette ~quation diff&entielle est 

;% - -  2 b + X, --t- .4. exp. ( ~-!-~ ) , 

.4 &ant une constante arbitraire. 
Pour terminer la recherche de la courbe (C)  consider&, il suffit d'int+grer l'6quation 

diff~rentielle du premier ordre bquivalente h la relation entre les deux segments X, et )., ; 

je poserai ~t cet effet: 
~ '  ~ a sin Z; 

l'+quation diff&entielle se transforme en une formule donnant ~r en fonction de la va- 

riable auxiliaire Z: 

~r - -  a cos ~ + b. log (a cos ~ ~ b) qt_ const. ; 

8) G. LORIA, Spezielle algebraiscbe und transzendente ebene Kurveu, Zweite Auflage (Leipzig und 
Berlin, Teubner, 19IO), t. II, p. 2oo ; F. GOMES TF.IXEIRA, Traitg des courbes sp~ciales remarquables planes 
et gauches (Coimbra, hnprimerie de l'Universit6), tome II 0909) ,  pp. 93-96. 

9) E.. TURRIr~RE, Sur les roulettes d base rectiligne [L'Enseignement Math(:matlque (5 paraitre pro- 
chainement)]. 

IO) G. K(ENIGS,  Ler de Cindmatique tbgorique (Paris, Hermann, I897), p. t7o ;  G. LOR~A, loc. 
tit. S), t. I, p. 423 ; t. II, pp. 58 et x28. M. G. LORIA cite LABOULAYE d'apr+s le R6pertoire de 
M. H. BROCARD : Notes de bibliograpbie des courbes g:omdtriques (Bar-le-Duc, Lithographie Comte-Jacquet 
Facdonel, t897 ), t. I, p. 65. Les courbes ~t n saillies ou n ventres sont bien consid'r~es, conform~mcnt 
/ l ces  citations, dans Ch. LABOULAYE, Traitd de Cindmatique tbgorique et pratique ou Tbdorie des Mdca- 
nismes, 3e 6dition (Paris, Vicq-Dunod, I878), p. 15o. 
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l'azimut q~ de la tangente est ensuite donn~ par l'~quation: 

f q ~ - - - - ~ + b  b - - a c o s ~  ; 

cette derni~re ~quation exprimant ~ en fonction de la variable ~, et la relation 

~r' - -  a sin ~, 

d~terminent completement la d~velopp~e de la courbe (C) ,  c'est-~i-dire la tractrice cir- 

culaire cherch&, puisque l'~quation de la tangente ,'t cette d~velopp~e est 

- -  x sin ? q -  y cos q~ ~ ~ ' .  

On  peut enfin se proposer de mettre sous forme finie l 'expression de l'angie ? ;  deux 
cas essentiellement diff~rents se pr~sentent dans cette integration dbfinitive, suivant que a 
est sup&ieur ou non ~i b, en valeur absolue; les formules dbfinitives d6pendent de fonc- 
tions circulaires ou de la fonction logarithmique. 

Dans un travail ult&ieur, je feral connaitre d'autres applications des formules de 
RODRIGUES raises sous la forme que je viens de signaler. Tandis que je me suis pr~- 
c6demment occup~ d'applications ~l la G~om6trie des courbes planes, je me proposerai 

d'btudier des applications ~l des courbes gauches et ~t la th6orie des surfaces. 

Poitiers, le 14 mars i9i 3. 

]~MILE T U R R I I ~ R E .  


